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Riassunto. In questo articolo diamo un sistema di numeri reali contenente un numero
infinitamente grande di elementi che sono simultaneamente approssimabili in senso
infinitesimale (si veda [3], [4]).
Abstract. In this paper we give a system containing an unlimited number of reals which
are simultaneously approximable in the infinitesimal sens ([3], [4]).
Résumé. Dans cet article on donne un système contenant un nombre infiniment grand
de réels qui sont simultanément approximables au sens infinité al ([3], [4]).
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ENONCÉ DU PROBLÈME ET NOTATIONS
Au cours de ce travail nous nous sommes placés dans la théorie I.S.T. (Internal set
theory) proposée par E. Nelson [1] (pour plus de détails se reporter [2]). Rappelons,
d’abord, la définition de l’approximation simultanée au sens infinitésimal.
DÉFINITION 1.1. ([3], [4]): On dit que les réels du système (ξ1, ξ2 ,..., ξn) avec n ≥ 1, sont
simultanément approximables au sens infinitésimal, si pour tout réel infiniment petit
positif ε il existe des nombres rationnels
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et des limités (li)i =1, 2,..., n tels que pour i = 1, 2,.., n on a:
ξ ε εi i ipq l q= + . , .
Notations
1) Dans la suite on notera par £ un limité.
2) x  + ∞ signifie que x est un réel infiniment grand (x entier ou non).
3) Soient n, q0, q1 ,..., qs des entiers tels que: 1 ≤ q0 < q1 < ... < qs ≤ n. On notera par
nq0, q1,..., qs
 l’entier
n
n
q q qq q q ss0 1 0 1
, ,...,
!
, ,...,
=
Rappelons que dans ([5], [6]) on a démontré le résultat suivant.
THÉORÈME 1.1. Les réels ξi d’un système (ξ1, ξ2 ,..., ξn) à cardinal limité (c’est à dire
n limité), sont simultanément approximables au sens infinitésimal.
D’autre part et dans [4] on a montré que pour ω un entier infiniment grand les réels
xi du système (x0, x1,..., xω) où:
x et x
et pour i x ii
0 0 1
0
= =
< < =



ω
ω
ω
:
ne sont pas simultanément approximables au sens infinitésimal; en effet: Supposons que
les réels du système (x0, x1, x2,..., xω–1, xω) sont simultanément approximables au sens
infinitésimal, cela signifie alors que pour ε = 1/ω  0, il existe des nombres rationnels
p
q
i
i




=0 1 2 1, , ,..., – ,ω ω
tels que:
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 0
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Posons εq = φ  0, alors 1/q = ε/φ = εΩ  0 est un infiniment grand. Soit xi0 un réel
du système considéré tels que: xi0 – x0 est de la forme εγ où γ est un infiniment grand plus
petit que Ω/3. D’après ce que l’on a supposé, il existe p0/q, pi0/q tels que: x0 = p0/q + ε£,
xi0
 = pi0/q + ε£. Où il n’est pas difficile de vérifier que pi0 > p0. D’où
x x
p p
qi
i
0
0
0
0
–
–
£.= + ε
Il s’ensuit xi0 – x0 = (pi0 – p0).ε.Ω + ε£ alors xi0 – x0 > ε.γ , ce qui est contradictoire avec
la supposition: xi0 – x0 = ε.γ. Ainsi les réels considérés ne peuvent être simultanément
approximables au sens infinitésimal.
Dans cette situation, il est naturel de se demander s’il existe des systèmes de réels
contenant un nombre infiniment grand d’éléments qui s’approximent simultanément au
sens infinitésimal. Dans la section suivante on donne une classe d’exemples de tels
systèmes.
RÉSULTAT PRINCIPAL
La proposition suivante fournit une classe d’exemples de systèmes à cardinal illimité
de réels simultanément approximables au sens infinitésimal.
PROPOSITION 2.1: Soient N un entier infiniment grand,  q0, q1,.., q ω  des entiers tels que:
ω  + ∞, q0  + ∞  et  q0 < q1 < q2 < ... < qω < N. Les réels du système suivant:
q
N
q q
N
q q q
N
q q q q
N
0 0 1 0 1 2 0 1 2
!
,
!
,
!
,...,
...
!
ω

sont simultanément approximables au sens infinitésimal.
DÉMONSTRATION: Soit ε  0, on a deux cas:
I) εN!  0: la conclusion de la proposition, dans ce cas, est évidente.
II)εN! n’est pas équivalent à 0: on a deux cas:
A)εN! = a avec a appréciable: Dans ce cas les réels du système (3) s’écrivent comme
suit
q q q N
N j
q q N j
N j
q q N j
j
q
j q
q
j q
0 1
1
1
1 0
1
1 0 0
0 1
0
0
0
0
... / !
/ :
... / :
/ . :
... / . :
.
=
=
≤ ≤

=
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
ω
ε
ε ω
(3)
(4)
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Comme εNq0 = εN!/q0  0, la proposition est démontrée pour ce cas.
B) εN!  + ∞: on est devant les cas suivants:
b1) Les composantes de
(εNq0, εNq0,q1, εNq0,q1,q2,..., εNq0,q1,q2,...,qω)
sont toutes infiniment petites. Dans ce cas les réels du système (3) s’écrivent comme suit
q q q N
N j
q q N j
N j
q q N j
j
q
j q
q
j q
0 1
1
1
1 0
1
1 0 0
0 1
0
0
0
0
... / !
/ :
... / :
/ . :
... / . :
.
=
=
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=
+ =
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ω
ε
ε ω
Comme εNq0  0, la proposition est démontrée pour ce cas.
b2) Les composantes de
(εNq0, εNq0,q1, εNq0,q1,q2,..., εNq0,q1,q2,...,qω)
sont toutes non infiniment petites. Dans ce cas les réels du système (3) s’écrivent pour
0 ≤ j ≤ ω comme suit
(6) q0 q1 ... qj /N! = 1/Nq0, q1, q2,..., qj
= 0/1 + ε£
Comme ε.1  0, la proposition est démontrée pour ce cas.
b3) Parmi les composantes de
(εNq0, εNq0,q1, εNq0,q1,q2,..., εNq0,q1,q2,...,qω)
il y a des composantes infiniment petites et d’autres qui ne le sont pas. Dans ce cas, on
a besoin du lemme suivant:
LEMME: Il existe un indice i0 avec 0 ≤ i0 < ω, εNq0,q1,q2,...,qi n’est pas équivalent à 0 pour
0 ≤ i ≤ i0 et εNq0,q1,q2,...,qi  0 pour i0 < i ≤ ω.
PREUVE: Sous cette hypothèse εNq0 est au moins appréciable, soit alors α un
(5)
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appréciable positif avec εNq0 > α/ε. Prenons l’entier s ∈ {0, 1,..., ω} tel que
(7) Nq0,q1,q2,...,qs  > α/ε ≥ Nq0,q1,q2,...,qs,qs+1.
Dans ce cas si:
*ε.Nq0,q1,q2,...,qs,qs+1  0, le lemme est démontréen prenant s pour i0.
*ε.Nq0,q1,q2,...,qs,qs+1 n’est pas équivalent à 0, le lemme est démontré en prenant s + 1 pour i0.
Revenons à la démonstration en question. Dans ce cas les réels du système (3)
s’écrivent pour 0 ≤ j ≤ ω comme suit
q0q1 ... qj /N! = 1/Nq0,q1,...,qj .
D’où
q q q N
j i
N j i
q q q N i j
N
j q q q q
i i j q q q q
q q q q
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Comme ε.Nq0,q1,q2,..., qi0+1  0 la proposition est démontrée pour ce cas est par
conséquent on termine la preuve en question.
PROPOSITION 2.2.: Soient α1, α2, ..., αs un nombre limitéde réels i.e. s limité. Sous les
mêmes hypothèses que dans la proposition 2.1, les réels du système
(8) qN
q q
N
q q q
N
q q q q
N s
0 0 1 0 1 2 0 1 2
1 2!
,
!
,
!
,...,
...
!
, , ,...,
ω α α α

s’approximent simultanément au sens infinitésimal.
DÉMONSTRATION: Soit ε  0. D’après la proposition 2.1, il existe des nombres
rationnels (pj/q)j = 0,1,...,ω tels que pour 0 ≤ j ≤ ω:
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(9) q q q N p
qj
j
0 1... / ! £,= + ε  εq  0.
Puisque s est limité, alors pour l’infiniment petit εq et du Théorème 1.1 on déduit qu’il
existe des nombres rationnels (mi/n)i =1, 2,..., s tels que pour 1 ≤ i ≤ s:
(10) qαi = mi/n + (εq)£,   (εq)n  0.
Divisons (10) par q, alors pour 1 ≤ i ≤ s:
(11) α εi i
m
nq
= + £.
De (9), on a pour 0 ≤ j ≤ ω:
(12) q q q N
np
nqj
j
0 1... / ! £.= + ε
Les égalités (11) et (12) montrent que les éléments du système (8) s’approximent
simultanément au sens infinitésimal car de (10) on a εnq  0. Ainsi la démonstration est
terminée.
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